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 $������ �"������ ����

� � ������!���������� ����� ��� �������� �� ������ 	
��
 %�� ������� � �� � ��������

�� ������ ��� ���� ��� �� �������� �� ������ ������ ��� ���������� ���� ������ ������


& � ����������� ����������� ����� ����!�������� ������ ������� 	
��� ��� � � ��!

������ �� ������ ���� ���� ��� � ����!�������� ������ ������� 	
��� ������ � � ����!

��������� "� ����� �#����� �� ������������ ��������� '�(�)
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�����"�� ��� �+��� ���� ���, �� ������%� �"� ���� +������� �+ �"� ����� ���� ���

������ ���������� %�"����� ���� �+ ������������ ���������
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m ��� �������&�	 �� ��%��� !�� ��	 !�!� ������
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'
���� ()*�+ � � � �! �, ��
n � �"3 0 3.0± 1.7 2.8± 1.4 3.6± 1.1 10± 2.1 13.8± 3.1

��%�� !��# -���� �������
 n (*�������� �������
+� ��%�� �����
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�� ������ ���
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�� �� ��� !��!�

'
���� "�", "�� "�! "�� "�. "��
m � �"2 −16.0± 2.0 −19.0± 2.8 −2.0± 1.7 −8.0± 1.7 −2.0± 0.58 −14.6± 1.1
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��� �������
 m (*�������� �������
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 � ��� ��������
� ���
���� m ��� ������ �
� %&� ����'�� (������
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 � ����
��� ����������)�	 �' ����� 	������� ����
��* �� ������� �
���
� +��
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 ε , 
��- ����������)�	 �' � ��������
� ���
���� �����' −0.2. ��� ����� ��
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 ε , 
�/� ��  ���� ��� #������	� 
� m 	�������� �' �����' �� 
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������� ��
# ε , 
�! �
 ε , 
�/� %&� �
����� 	
 �
� ��
 ��' ����������� ����
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��'� ��� 	������� �� ��� #������	� 
� m �� ��
����' �����	 �' ��� ��������	 �	������

���������
�� ��� ��� ��� ���
�����  ��� �3���)�	 �
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������ ��� ������� �������� ��������� �� 2��� �34$ ��� /������ 5�!, �� �
���(� �	��

�	� ���� �� �	��� ������ ������� 	�(� � ����� �(����� �������� �	�� �	� ���� ��

������� ����	���)�� ���	 ������ ��*������ ����� +∼ 54 �� ��� �	� ������ ��� ∼ 35 ��

��� �	� ������, 
�� 	�(� ������������� ������� ����� ��������� +�� ��������� 
� � �����

�� �	� ���
�� �� ���� ��� ���� �����	 ������ �	� ���������,� �	�� ��������� ��

��� �������� ���	 ���������� ��*������ ���� �� ��������� �������� 	�� 
��� �
���(��

���(������ �3# �!$� 6� �	� ��	�� �%����� �	� ��������� ����� ���� ��� 
� ��� �� )���


� ������� �	� ��*������ ������ �����(��� �	� 	������ )��� �������������� �� ���

��� ���
�� �� ��������� 7� �	� ������ �� ����(�� �� ��������� �������� �� �	�� ��� 

	��	�� ������� ������� �� ������� ������������ +���� ��� ���������, ����� ��� !"#$�

6� ����� ���� ���-�� ������������� �� � ���������� ��� �����	 ����� �� �	��� ��
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	� A �	 '����� ���� �
 ��
�� ��� ����� 
� �	���
��� ��



���

��� ���� 	��
��� C̄ ��� C 
� �
���� ����� ��
� �����
�� 
� �����
���� 

�� �
��
���
��

���� ������� ���� ������������
���� �����
�
��� �������
�
��� 
�
�� 
� �� ���
	��� !�"#$

��#%�

�a� �b�

�c�

A

A

C

O

C

Εa
i

Εa
i

Εc
i

Εc
i

Ε
i

Σa
i

Σc
i

Σ
i

�
���� ���& '����� σi  ����� ����
� εi �����
����
� 
� ��� �����
� �
�������
� ���
��

(� ����
��� 
� ��� 
��) 	� *���
�
 ��� ����)
�� �)� �+��� !�"#%�$ � ���
� �� 
���,

�
��� 	
���	�� ���
��� ���� 
� ���������� �� � ��-�
��� ����
� 

�� ������ 
� 
��
 
����

�����
�� � ���� �� �
���� ���
��� ��� ������� �� �
���������� �����
�� �� ����
���

���
����$ �����

�� ��� ��.
��� ����� ����� ��� ����� ����
� �� ��� ���
� 

�� ����
�

�������� ���
�� ��� ���
� �����
�� �� � �
���� ���
�� ��� ���
� 
� +��� !�"#%�� /�,

����� �� ��
�$ ��� ��� ���� ���� ��� ������ 
� ���� ���
�� 

�� 	� �0��� �� �0�
�
	�
��$

�� ��� �����
�� ���
�� ��������� �� �� 
�������� ����
� ��� ����
�
�� N − 1 ���
���

���� ����. ��
�����$ ����
�� �� � ���� 
� ��� ���	�� ������ ��
���� ����� (� N → ∞
��� � ���
�� �� N �
�������
� ���
���$ ��
� ������ ���� ���������� 1���� �����

�� ���

��2�
�
�� �� ���������
 �� ��� !"�%$ � ���������� ���
�� ������� 
� ��
 ��2��� �� ����

� ����
���� �
�
� �� �
�������
� ���
��� ������ ��������
� �������� 

�� 	� ��������

��2��� 
� '���
��� ��� ��� ��3��

��� ���������
� �������� �� ��� ������ 

�� ������ ���� � ���
�� �� ���� ��������
�

���
���� 4�����
�� �� 
������ ��� ���������
� ������ �����
��� � ����
���� �
�
�

�� ��������
� �������� �� 
� 
������ 
� �����
��� � 2�
�� ���	�� �� ���� ��������$ ����

��������
� ���
�� ��� ��������� �� 
�2�
���
��� �� � 2�
�� ����
�� �� ��� ��
��� �� ���

56� ������ 7��� ��������
� ���
�� ��� �� � �
8����� �������
��� 9� ��� ����$ 
� ���



���

�����	 
��� 
�	 �������� �	������ ������ ������� ��� � �	�	��� ����������� �������

�	 ����	� ���	 �������	� � ������� ���� ��������	� ���� � ���	�� ���� ���� ������
��� � �	�	��� ������ ������ �������� �� � ����	 ����� ��� � �	���� �� ��	 �	�������� ��
��	 ��� �������� �������!� 
�	 ����� ���	 ����� ��	 ������� ���� ��� � ����� �� �����
N → ∞" ��� ��	�	���	 ��	�	 �� �� ���	�� ����

� ����	 ����� �� �	�������� 	�	�	���" ��� ��	�	���	 ��	 �	��	� �� �	�������� �������

����� � ����� ���� �����	�	 �	����� �� ��#	���� �	�������� ����	���	�� $� %	����� 
�&

���� ���	� �� ���	����	� ���� 	��	���	���� ���� ����� �� ���� ������ �� ����� ��� ���	

����� �	�	��������� �� ���	� �����	�	�� ��� �������	 ���	���� �� 	��	���	���" ���

��	 ���	� �� ���� 	��	��	� �� ��	 ���	 �� �������'	� ()
 ��������	��

��� �����	
����
�	��
�	��	� �����
����� ���
�	�� ��

�����	 	�	����� ������ �	 ���
������	


�	 ��	����� �	����� ��������	� � ��	 ���	������� ���	� ���	� �� �������	 	�	�	���

�� �	��	� ����� �� ���	 �� ������	 ��	 ������ ���	�� ������ �	�����	 �� ���	����� ���	�

�� ()
 ����'� �� �	�� �� ��	 ����� �	��������� ���� �� ���	��	� �� ���� �'��	���

*��	�	�" ���� ���	� �����	� ���� 	�	�' �����	����	 �'��	 �� 	+�����	��" ��	�	�'

������� ���	 �� ��	 ���	 ���������	� �	�������� �	������ ���� �� ���	��	� 	��	�� 

�	�����'� 
��� ������	� ��	 ,������ ��-	 �	������ ��� ������� ������ �	���	�' �� �	��



���

��� ����	
� �
 ��
 
�
��

�
 �� ������� �� ���� �� ����	 ��� ��
�� �� ����������

�� ��� �� 
��������	�� ��� 
��������
� ��
 �����
 �� 
� ���� �� �
 � �� �� ������� ���
�

�

������� �!���
� ��� 
������
 
���"�����
 ��
 ������������ #�
��$������
 ������


�� ��� �����
�
 ��
��� ����� ��
 
�"�����
 ����� �����"��	� ��� ������
��
 ���
�� �



������
 �� %����
�� %�

����� ����	
���
	�

%���	
 �� ��������	�������
 ��� �� ������ �
 &���
' ��"� �������
 ���� ������
�

��� ����� �
� �
 ����
��
��	� ��������� &	�� ��������	 ��
 �����������	 ���
����"�'

��������
 ��� � "�����	 �� �����������
 ()*+� ���	 ���  � ���
��	 
	����
�,�
 �
���

������
�� ��
��
 ������-��
 (.�+� 
��� �
 ������� �������� "���� 
���
����� (��+� ���


��
 ������
 ����� ����������� ���� 
	
���
 �
 
�"��
� �
 $��
 �!��� ����
�
���
 (�/�+�

������� ���� 
��0
 (�1*+�  ��
��
 ��� ���������� �����
 (���+� ��
 ����������
�
����

����
 (��2+�

��� ����������  ���"��� �� ���
� 
	
���
 ��
 ��������� ���"�� ��  � �� �����

������
�� ��
 ��
  ��� ��"�
������
 ��� ����	
 �� "��	��� �����������
� ��� ����	
 �



���� �
 31 �� (��)+ �� �
 ���� �
 
�"���� ����������
 (�3*+ ��"�  ��� ��"�
������
� ���

��
���
� ��� "��	 ������	� 
����
��� �� 
��� ������
 �
 ��� 
������� 
�
��� �����

(/1+� ��� 
������ �������

 (��)� �*/+� ��� 
��
��	 �� ������� �������
 (��*+� ��


��� ���
���� �� �����
��������� ��������������
 (�)*+� 4�
�� ������

���� ��� ����	


��
���� � ������,�
 ��
���
� �� ����� ���
 �������� ��
 ���� ��������"�  ��0��
 ��� ��

� ���� (�3�+� ������

��� ��"���
 � �	
������� ��� �� 
���

�
����� ��
���
�� ���� �����

"�
�����
�����	 (�3�+ ��
 
�

������� ���������� �����	 (��*+� ��� �������
�
 ��

���
 �����	 
�

�������� ����� �
 �� ���
� ��� ��
��
 �� �������
� 
������� �� ����

�� ���������� ���	����� ����
 �� ������� �� 
��
��	 &∼ 1�� � ��−3' (�/1+� ��"�

�������
 ������	 ���������� ����"���

4�
�� ������

���� ��� ����	
 ���� �� � ������� ���������� ��
���
�� 5�� ��

��� ������
�� ��
��
 ���
����
 �� ��	
���� ���������
 ����� ��� ������
 �� ���� ���

����	
 &����� ���
����
 �� ��� 
������� (.2+� ��������� (�3+� ��
 ������������� (.*+'�



���

�����	 
��
 ��� � ��� ����� �� � ���	 �� �	�� �� ��� �∼ ��� � !�"#�	����	 ������
��� �$� �� ����	� �∼ ��%� !�"#�	����	 ������& '�����	� $� �!� ��	 ����� �'�	� �� ���
�	!��	�	� "�!� �' ��� �������� �	���� �'�	� �	�	��	 '��" "�(�"�" ������) ��	 �!��	
$��� �	#�	�	�� *�� μ"

� �����	�� �� ��	 "	!����!�� �	�#���	 �� �$�	��	�� ��#�!����& ��!�	����� !�"#�	����	

������ �� �!!�""����	� $� ��	 �	+�	����� '��"����� �' $�!,�	� '��" ��	 $��	 ���	�&

��$�����	-���	� �' ��	 ����� .���/& �� ����� �� �����	 
��& ��� ���� �� ���	 �	�����	��

�' ��	��	� �� ��� ��	 ����� �� ����� ����!�	� �� ��	 ��$�����	 �� ��� $		� #����!����

�	"��	��

0#�� �	�	��	 �' � !�"#�	����	 ����& ��� ������ ��� �	��� ����	 �����	��1	� $�

��#�� #���	 !������� ����	"� .�*%/� �	!��	� "��� �' ��	�� �������� �	����& �������� '��

��	 ����	" �� $	 ����	� ������ �����	 
�%� ����� ��	 ���	��-������ �	�#���	 '�� ��	

2��� '	� !�"#�	����	 !�!�	� �� � "�(�"�" ������ �' ��% ���	�& ��	 ��"#�	 �� �	'��"	�

� ����� ���#��!	"	�� �' %�3 �' ��� �������� �	�����& ���� ��	 #��"��� �2���� !�!�	

����!��	� $� ��	 ����� ���	 ��� ��	 ��$�	+�	�� ������� !�!�	� ����!��	� $� ��	 ����	�

���	�� ����!	 ���� ��	�	 �� � ����	 ��4	�	�!	 $	��		� ��	 ���	�� �	�	�� �' ��	 2���

!�"#�	����	 !�!�	 ��� ��� �' ��	 ��$�	+�	�� !�!�	�& $�� "�!� �	�� ��4	�	�!	 �"���

��	 ��$�	+�	�� !�!�	�� ��	�	 ���	� !�!�	� +��!,�� �	�!� � '����-#�	!��������	� �	�#���	

���!� ����� !������	 ���� "���"�� !����	� '�� ��1	�� �� �����	�� �' !�!�	� .��5/�

���� #�	!����������� 	4	!� ��� ��	 ��!�� $�!,���� 	4	!� ���!���	� �$��	 ���	



���

�����	 
��
 ��� ���	��������� �	�����	 �� ��	 �st ������ ���	� ��� �nd��th �����	� ���	��
�����	����	 � ��	� �� !�� ������" �#� �st ������ ���	� � ��	 �� !�� ������ ��� ��	 �th

� ��	 �����	��$ %���� %�� ��	 &��� � ��	 #	 ��� !�� ������$ �� �� !��" ��� ��	 ������ 
������� ����	 ������� ���������	� ���� ���� #$ %��� ��	 ���	�� ��� ������� ! �� !��
�#����	� ���� ��	 ����� ���	 �� ���� # ��� ���� ��� ������� ���� !�� �� !�� �#����	�
���� ��	 ����	� ���	 �� ���� #" ��	 ����	� ���	 �� ��� ����	������ �� � ���	� � ��	 ��
!��$ ���	� ��	 ���	���� 	'��#��� � ��	�� �����	 �	�����	



���

�����	
�	 �
���

	���� ��� 	�� ��
�
��

� �������� �� 	�� �
	���
� ����� ����
	��

��
����� �� ������ ���� 	�� �
�� �
���� 	�
	 �
� 
��������� 	� 
 �	�
�� �� ��� ��

������ ���
 �� ��� 
��������� ������ 	�
	 �������� �
 ���� 	� 
 ��� �
 ����


���������� �	�
�� �� ��!� "�	�
� 	�
	 �� 	� 	�� �������� �
 ���� �	�
�� 	�� �	����

�������� �� 	�
	 �� 
 ���
����	����� �
	���
�# ��	 
� ���� 
� 	�
	 	�������� $���% ��

�
���� 	�� �
	���
� ��	���� 	� 	�� &����
�� ��
���� �
	�' 
�� ���
��� 
� 	����� �	

���� ��	 
��������� ����������� ������ ���
 ����� 	�� ����
�� ��
���� �
	� 	�
	 �
�


���	��
	�� �� 
�������� 	�� �	����(�	�
�� �������� ��� 	�� ���	 ��
���� �
	� $���
�

�	����� 
	 ��� �	�
��% ��	� 	�� �
	�� ���	 
���������� 
�
�� 	� � 
��� 	�
	 �	�
��

$���
� ���	 	� ��!%� "�	�
� 	�
	 
�������� 	�� ���	 
���������� ���� � 	� ��� �	�
��

��	� 	�� ���	 
���������� ���� ��� 	� ��! �	�
�� �����	� �� 
� ����	�����	�� �
	��

)�
	 ��# 	�� �
	���
� ���
���� 	������ 
 ���
�
	� ���
����	������ ��
�� ���� ��� 	�

��! ���
������ �� 	�� �
����� ���
����	������ 	� ���� *�	�� �����
� 
�
��� 	� ��! �	�
��#

	�� �	�
��(�	
	� �������� �� ��

��� $����� 
� 	�� �
���� ���� �� ������ ���
%� *��

�� 	��� �� 
 ����
	 
����+���
� �� 	�� ��

��	� �� ���
����	������ 	�
	 �����	� ���� 	��

�������	
	��� �� ��������
� ,")� -���� ������	
 �� 
�	 �����
��� �� ����	�
��	 �����	�

������	 ����� ��� 
��	 �  �	����� ��!���� �
���� �� 	!�		
	
" ����� ������
���
����

�	������	�	�
� ��	 �	�	����� 
� ����� ��� �����	 �����
��� ����� �  ��
��� �� 
�	

�	���
 
��
 ��� ��
  �	������� �	������	
 �� ��� ���" �	�	���
�
��� 
�	 �	
��� 
� 
�	

 ������ ���
���  �
� �	���" 
�	 ����
 ���	 �� �����	 ��#���

$��� �������
��� �� � ���
	�	
�� �
�	��%�
���� �	� ���	"  �	���
�
������" ��
 
	%

 	�
	��	 ��  �	����� ��!���� �
����� �� ��������� 
� 
�	 &������ 	'	�
 �� ���	��	


�� ����	�� (��)�� *
 ��� �		� ���	��	
  �	������� �� +,$ ������ ��
	������ ��
	�
�%


��� (��#�" ��
 ��� �		� -��
  ���
	
 ��
 ��� 
�	 ���	 �� ��� �	����� �� ���  �	�����

��
	���� ���� (��)" ��#� �
�	 	! 	���	�
��  ��
 �� 
��� �� 
������	
 �� ���	 
	
��� ��

.	�
��� )�) ��
 
�	 ��
�	��
���� 
	
���� �� 
�	 ��
	� ��	  ����
	
 �� �  	�
�! ���

*� �

�
��� 
� 
��� &������%���	 �	������ 
��
 �	 ���	 
	�����	
  �	�������" �	

�	�	 ���� �
���� ��
	 ��
	 	�
	��	 �� 
�	 ��� �	����	 �	� ���	 ���
� ��� 
�	  ������

���
��� ����	 �� �	�� �� 
�	 ����	/�	�
  �	���
�
���	
 ����	�� ��	� � ����	 �� �0−41

�0−1 �−1� $��� ��� �� ��
��
 �� ����
���� �	���
��� 
�	  ������� �	�������� �������



���

��� ��		�
����� 
�	
��	� �� ��� �

��	 �� ���	�	����� ���

�		���� �	 ���� �� ��	��		��

�� ������� �� �!�

����� �����	
���
� �������

"� 	�����	�#�� �

��	 �� ���������$���%��� ���	 �	��% � ������ ��
�
$
��	� &�


'(�����% ������	�)* 

�����
� �	��% � ���
��� �������� ��
�
 ��
�	����� &�+,* 	�	$

��� - �.� / 	������� �� ��

����� ��� ������� ��	 ���� �� � �������
����� �� ��� % ��−1

��� ��0����� ���� ��� 1 2 ◦� ������% #��� �� ��� �+, ��
���� �� � �� ���−1 �	��% �

	�
��%� 
��
� ��� ��

����� �����
�	�	 �� ��� ������% #��� �� 
����	� 3�� ����� ���	

�	 ��� ������	� ��
 ��� %
����� ��� ��� ������� ���	 �	 � ��
��� 	��
��� ��� �

��	

��
� 	�����	�#�� �� � ����4��		 �� �


�5������� � �� &����� ���4 �


�5�������

6� ������	* �� � (�� %�	 ���	�	���% �� 6�7 �
%�� ��� 6�7 ���
�%�� �� ����	
��
��



�		�
�� ��� �

��	 ���������� ���	�	� �� �����$���� ���	 �� ����
 �������
	 ��

�


�5�������  � �� ��� �����  � �
 	� �������
�� ����	 -!�.� ���
��	 ��
� 	��$

	�������� 
������ �
�� ����
 %
���� 	��	�
���	 �� 
�#�
 ����� 

��
 �� ���	�	�����

���

�		��� ��	���% ���� �� 8�	�
�� 9�����

"� ���

�		�� ��� 	��
��	 �� 	�
��� 
���	 �
�� ε̇ =��−4 �� ��−1 	−1� 3�
	�

��� 	��
��	 ��
� ���

�		�� ��
�� ����	 �� � 	�
��� �� ε =��! �������� �� ��
��

���

�		��� �����	 �� ��5���� 	�
��� ε =��1� 3�%�
� ��6 	���	 ��� 	�
�		$	�
���


�	
��	� ��
 	��
��	 ���

�		�� �� ���� �� ���	� 	�
��� 
���	� 3�%�
� ��6� 	���	 ���

	�
�		$	�
��� 
�������	��
 ��
 ��� :
	� ���

�		��� ����� �� 	�
��� ε =��1� ����
 ���

	��
��	 ��
� 

������������ �
 �� 	�
��� ε =��!� /	 	���� �� 3�%�
� ��!� ���	 ����	

���� �
 �� ε =��! ��� 
�	
��	� �	 ���� �� ��� 

������������ ����
��� ��� ����� ε =��!

��� 
�	
��	� �	 ���� �� ��� 

�	���� ����
���� ����% ��� 

���
� ������% 
����

���
��	 �� ��� ���
 	�
��� 
���	 ����
�� 
�	
��� ��
� 	�����
��� 8�
�
������� ���$

���
� �	 �� ���� ��	��		�� �� ��
 

�����	 ��
4� ���� ��� ��5���� 	�
�		 
������

-6 . ��� ��� �
�� �� ��� ��	��
�	�	 &���
%� ��		�
����* -!�. �
� �����
�� ��
������ ��

��� ���4 ���	��� �� ��� 	��
��	� ����%� �� ���4 ��� 	��
��	 �	�� �� ���	� ��	�	 �
��

��
����� ��0����� 
�
����	 �� ����
 %
���� 	��	�
���� �� ���� ��	�
��� ���� ��� ���	���



���

���� ��	
 �
������
����
 ���� �
��
� � �	���� �����	��� ����� �� 
� ���	���	� ������ ��

��	���
�� ��� ��	��� 	������� �
 ������ ���� ����
�
 �� �� ���� ���� 
� !
��	� "���

��	 ��� ���� �
����
�� 
� !
��	� "���� #��
�� ���� 
� ��
� ���� ��� 	�������� �	� ����

��	� �
�
��	 ������ ���
	��
 ����	
�� ��� ������	 ���� 
� ��� �	�����
�
���� 	��
��

��� ����� ��� �	
��	
 ����
�� ����� $� ��	���	 ���� ���	
�
 �� ��� �	�����
�
��
��

	��
�� �� ���� ��� ��	���%��	�
� 	������� �� ��� ����
 �	�����
�
���� ����	
�� &��� ���

��
 �� �� ε ='�() ��� ��
� ���� ���� ��	���
��� �
 ����
�
 
� !
��	� "�� ������ �

��� � 	������
���
�

*� ��� ���	���	� �������� ���� ��� ����	���
�� 	������� �� +#$ �		�
� 
� ��	�
�%

	��� 
���	
��� ���	 ��� 	���� �� ε̇ =�'−4,�'−1 �−1� $�
� ����	���
�� 
� 
� ����	� �
��

����	 	������ ��	� 
� ��� �
��	���	� ���� �� 	���%
���������� ����	
�� �� �
��	��	��

+#$ �������	���� ��-�� ��� �����	���	�%
���	
��� �
��������
�
�
 �� �
��	��	�� +#$

�����	�� ���	 � 	���� �� ∼ ��'' ◦+ ��-�� ��
�� �
�� �� �
������� ��	� 
� .���
�� "���/�

$� ����	����� ��� �0���� �� ��� ��	�
� 	��� 
����������� 
� ����� �� 
���	���� ��

�0��	
�������
 �0���	� �
���	 ��	�
� 	���� ����� ��� �'−1 �−1 ���� �� ���� ������ ��

�
� 1���
����
� ����	���
��� 2� �
������� �������	� &���� .��� ���) �� ���� ��	��	���

���%���	�
 
����� ����� �� ��	�
� 	���� �� ���	�0
�����
 �'3 �−1� 3�����	 ��� ��

��� ��� 
� ��	�
� 	���� ������� ∼�'−1 �� ∼�'3 �−1 
� ��� 	���
��� ������	 ��� ��

	
��	����
 	����� ��� �
��
���
�� ����	��� 
� 1���
����
� ����	���
�� �� �
��
���
��

��	�����	� ���� �� ��� ���4�
��� �� 	���
���
�� ��	 ��� ���� �� ��� 
����� ������

5�����
��
�� ���
�
���� �0��	
������ ������� �� �	
��� ��
� ��� 
� �� 
���	���� ����

��	 ����	� ��	��

����� �����	
���
 ��
�


2� ��������� �
 !	���	���
 �� ��� �-�� ��� ����
����� �����	�� �� ���
	 ���%�
����
����

����� ����� 
� �� �����	� ���� ��� ������ �����
���
�� 	������� �� +#$ �		�
� 
�

����	���
�� ��� ��� ����� �����
�� ���� ����	� ��� �� ��� �	��
��� 
� ��
�
��� �����	��

����� ��� ��
��� �� ��� ��	����	��� *
�� ��� �	
�
��� ������ 
� 
� ������� ����

��� ����	
�� ����
 	�����	� 
�� 
�
�
�� ��
��� ����	 ����	���
�� ��� ���� 
� ��� ��



���

�����	 
��
 ��	 ���	��������� ���� ��� ��� ������ �����	��	� ���� ��−4���−1 �−1 
!�" ��	 #��� �����	���$	 ���%	� �� � ������ �� ��&' ���� ���� ��	 ���	���% �� �%�	���
��	���������	� ��� ������� �� �� ��( )�� �������	 �)�$	 ���� ����� !)" ��	 ���� ��
���	% � �����%�*	� )� ����%	 �	����� !�" ��	 �����	���$	 ���%	 ���	� ��	������������
�� ��& ������ ��� 	��� ����%	 !�" ��	 ��	���������	� ���%	� �� ���	% � �����%�*	� )�
�	�����

��)�	+�	��%� �����	��	� ,��� ��	 	-��� ���	 ����������$	 �	�����	 �� �)�	�$	� ��

��	 #��� ���%	� .�,	$	�' �� �������	� �� /	������ 
���� ��� 
����' �	�% ��� ������

	-��)�� ���	 ���������% �	����	� ���� ��	 ��� ������	� )� ����	 ������������ ���	%�'

!�" ��	�	 ��	 �	����	�� ��������������% �	������	�	��� ���� %	�� �� ��	������������'

)� ,���� �	�	��	� �����	���$	 ���%	� �� � ��$	� ������ 	-��)�� %	�� ����������� ����

��	 #��� ��� !�" ���� 0�����	1 �� ��������������% �	������	�	�� �� � %���% 	2	��'

��%� ��������� �� ��	 )��3%��� �	����� !%	����� �� � 4�%%����%�3	 �	�����	"�

5� ��)�	+�	�� ,��3 ���� )��%� �� ��	 ,��3 �� ����	���%� 	� �%� 67�8' ,	 ��	�	���	



���

�������� ��� 	
��� �
 �


��� �
� ����� ������
��� ���
�� ����� ����� �� ���� �����

�� ����
��
�� � ����	���� 0 < β ≤ 1� ���
� ����
���� ��� ���
��
� 
� ����	� ��

	�
�
�

��
 ����� � ������ �  �!�� 	��
�

��
 ���	���� "# ���� ��$����
�� � ���
��
�

1 − β 
� 	�
�
�

��
 ����� � ��� ��	� ��� ���� β � ���
��
� 
� ��� ��	%�� 
� ����



	������!� 
#
��� ��� ��� 	���	�	 ������� 
� ��
�� 
#
���� &� �� ��!� ��
�� ��

������ '�� ���� ����� ��� �� &������� &(� ���� ���
�� �
� ��� ��

������ 	
����� 
�

	������� ��	� � ��� ��� )������*��+� %���!�
� 
� ,-. ����#� �� 

	������
��

/
� ����������!� ����
���� ��� ���
� 
� β �� ��
�� �� /� ��� ��� '

�����
���� �



��� �� �� ��� ����
��� 
� � 	��
�

��
 ����� (� .�� ���
��
� 1 − β 
� 	�
�
�

��


����� � �� ���	�� �
 %� ����!����%�# ��	� ��� ���� ��� ��
� ����� � ��� �
 ��!� �����#

0��
 ��������� �� �� !��# �	�
����� �
 �
��� �
��!��� ���� %�
���� 
� ��� �
�	 
� ���

����� �
������� '12� ���( ����� ����� � 
�� ����� %��� $���� ������� &�����
����#� �� ��



�!������ ����� �� ����������� �� /� ��� ���� ��� 3�
��!���
� ������4 '��� ������ �� �


���
� ��� ������ ����
��� ���� %� 0��
 ��� �
 ��� ���
��!���� ����� �(� �� �2��!�����

�
 ��� ���
��
� 
� ����������� ����� �� 1− β�

Β�1 0.9 0.75

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ε0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Σ�k0

/� ��� ���5 6!����� ��	���� ������*����� ������� 'N → ∞( �
� �������� !����� 
� β
'$��� 	������� 

�������5 k0 = kc = 50.00× 106 7�8 kb = −22.44× 106 7�8 εa = 0.258
ε∗ = 0.528 δ = 50.00× 102 7�(

9���� β 
������� ��� ����
	��
�
 �
�� 3��	� �4 ���

����� ���� 
��� �� �� ���

������*������ ����
��� '����� � ��
���� �� ������ ��!��� ����� ��� $��� 

	������!� 
#
���



���

�����	
� ���
�
� ����� 
� ����	���� �
������� �� �� ������

� �� 
��� ��
� ����� ��

��
�

��
�	��� �� ��� ����������
�
 �����
�� 
�� 
 ���	�� �� ������� ��������	��	�
� ��

���



� 
�� �����
� �
�
�� �� ��� �
�����	
� ����� �� 

� �� �
�� ���!
 
� �
�
��

�� ��� �
�����	
� ���� 
���� "	
����
��� ����������
 �� ��� ���� !� �
�� ���������

�
 �	� �#������ 
 ���	�� �� ��� ������� $�
�
$����# %
�!
 �� ����� �
 ���� &'�(�

)
����� ��� ���
���
������
� *�
�
��+ ��
� �� �$������ 
� 
 ���	��	�
� ����� �� 


���	�� �� 
 ��������
� �� ��� ����� !���� �� 
�����
�# ��� ��� ����
���
 �� ����������

$	�%��� 	
��� ����������
 &�,-(� ���	�� ��� ��� 
��
#� ��
��
	� �� ������� �	�� ��

����� ������ �
 �	$��"	�
� �#����� 

� ��������� �
 

 ������

� ��
�� ��� ����
���
 ��

$	�%��� �� �������$��� ��� ������
�
���
 �� ��� ���� ��
� �� 
�����
�# ��� ��� ����
���


�� ����� ���������� $	�%��� �� ����

�
� &��'� �,-(� .� �� ���� �
���� �/��� ��
� ��

$��
� �
��	��� $# β �
 �	� ������ ��� �!����
� 

� �����
� �� ��� �
�����	
� ����

���
���� �� �
� 

����� ��
� ���	�� �	��
� ���� ����

�
� ��������
� ���	��� �
 ������

�$������ ������ 

� �
���# ������
���
 �	��
� �
����� ����������� �#���� 0����� !��


��� �
����
� �� �
�����# *	
�
�
���+ !��� β = 1� ���
���� �� �
��� �#����� ��� ������

�
���# ������
���
 �	��
� ��� 1��� �#��� ��	�� $� ����
�
�� $# 

 �
���
��� ���"	�
�#

�� ��� ����
���
 

� $��
%�
� �� �

 ��� 2

�� �
���
����
� 
� 
 ���	�� �� ���� �!����
�



� �����
� �	��
� ������
�
���
 �� ��� ����� �����
� �� !�
� !
� ����
��# ��	���� �


)��� &�'3(��

���  	���
����%� $��
���� ��
� !� ���% �� �
��	�� !��� β �� �$������ �
 
 �
���

��# �� ��
������ ���� $�������
� �
����
�� &�-�( �� ����� ���%���# &3�3(� .
 
�� �
����

��� ��
���
�� ���
�
� ��
%�
� ��� ���
���
������
� *�
�
��+ ��
� �� �����
� �
 ���

��
����	���� �����
�� 	
��� ����
��� ��
��
� !��� ��#���
� ��������	��	�
� ��

����

.
 ���� �/����� 
� 
������ �� �
�� �� ���
$���� �	�� 
 ��
% &�-�� 3�3� 3��(� 4���
��

�� �� !��� �	$$��� !���� ��� ���� ��
	��$�� ��

�����
 $��!��
 ��������	��	�� 0��




����	��	��� 

� 
  	���
� �����
�� �
� $��
 ���
$������� ��

%� �� ���
��� ��

��	�# �� ��� �
����
� 

� ���
��� ���#����� .
 ���� �
�� ����� �� 

 	
�����

��
�

��
� ���  	���
� $��
���� �� 
 ���	�� �� ��� *1
��� ����
��$����#+ �� ��� �
�����	
�

���#����� ��
�
� 

� ��� �
�
�� �� ��� �
�����	
� ��
�
� ��
� �	�� ��������� ���	�

!��
 ��� $	�% �
����
� �� �	$5��� �� ��
���
 &3��(� .
 �	� �
��� ����� �� 
 "	
���
����



���

�����	
�����
 �� 
�� ����
���	��� ��
���� �����	
���
���� ����
� ��� 
�� ������
��

β 
��
 �� �	� 
� ����� 
�� �����
�� ������
�� �� 
�� ���	
�
�
��� ��	���	�� ����

����� ���
��� 	
��� �	 ����		��� 
� �	
����	� � ��
����	��  ���
�
�
��� ������
���� !

����	���� ����	� 
����� 
��
 ��� ����� ������� � ������
���"�
��� �� #$% ���
����


�	��
 ����� 
����� ��	 &��
�� 	�� '��� ()�*+ ������ ��� ��
�� ������		���� 
�  ���
���

����
�	 �� #$% ���
����
 ������ ��� ��
�� � ������ �� � #$% ����� ��	 ���,��� &���

	��	� ���
�� ���������+�

-� ����
��� 
� 
�� ������
�� β� �� ���
��� ����� ��� � ��������
 ��	���	� ��
���

� ��	�	����� ������
 
� ���� ���	��� ��
�� 
�� ���
�����	 ���	���� 
������
 ����



�� ���
�
 �� ���� 	
���
���	 �� #$% �����	 &�	 ��	��		�� �� .��
��� )�/��+� $�
���


��
 ��
���
 	��� � �����	���� ��
�� �� 0�
��� )�)� 
�� ��	���	� �� � ��	�	����� ����

���
 �	 ���	
������ 
� ������
 � ������
�� ���	
�� ���
���� ��
� �����
 ������
 ���

��������
� 0�� 
��	 ���	�� �� �	� 
�� ����
�����  ���
�
��	 kp+ ��� kp−� ����� 
���


�� 	����	 �� 
�� ����	
��� ������
 ��� ��������
 ���
����� ��	���
����� &�	 ��	��		��

�� ��
��� �� '��� (��/* ��� !������� !+� 1�
� 
��	� 2��� ����
���	 
� 
�� ������ ��

��
��� 
�� ��������
 ���	
�
�
��� ��	���	� ��� � 
������ ��	�	����� 	����
 &������
��

�	 ��	�	����� 	����
 3 i+4



���
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0, ��� εi ≤ (1− βi);

σ(a,i) = ki
0 (εi − (1− βi))/(1− εi),

��� ((1− βi) < εi < ε̄ia) ��

((ε̄ia < εi < εiβ) ��	 (
��(k−1) �= c));

σ(c,i) = ki
c (ε

i − (1− βi)− βiεi∗)/(1− (εi − βiεi∗)),

��� (εi > εic) ��

((ε̄ic < εi < εic) ��	 (
��(k−1) �= a));

σ(d,i) = σi
a + ki

p+(ε
i−εia),

��� (εia ≤ εi ≤ εic) ��	 (
��(k−1) = a);

σ(e,i) = σ̄i
c + ki

p−(ε
i−ε̄ic),

��� (ε̄ia ≤ εi ≤ ε̄ic) ��	 (
��(k−1) = c);

��
��

������ �� ��� ������� ���� k �� � ����������� ���	��� �������


��(k)=a �� σi=σ(a,i); 
��(k)=c, �� σi=σ(c,i); 
��(k)=
��(k−1) ���������.
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c� ��	 Δσi = σi

a− σ̄i
c
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σ(a,i) = ki
0 εi/(1− εi),

��� (εi < ε̂a
i) ��

((ε̂a
i < εi < εia) �	� (2�
(k−1) �= c));

σ(d,i) = σi
a + ki

h+(ε
i−εia),

��� (εia ≤ εi ≤ ε̂ic) �	� (2�
(k−1) = a);

σ(e,i) = σ̄i
c + ki

h−(ε
i−ε̄ic),

��� (ε̂ia ≤ εi ≤ ε̄ic) �	� (2�
(k−1) = c);

σ(c,i) = ki
c (ε

i − εi∗)/(1− (εi − εi∗)),

��� (εi > ε̂c
i) ��

((ε̄ic < εi < ε̂ic) �	� (2�
(k−1) �= a));
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�# �	���� �������� �	���� ���� ���� ��	 	"�	��	����� � ����	 �	#��������� (� �	����

� ���	� ���� ����� ������	 ���	 ����	�� ��	 ����� �	#�������� ���	� 	"�	���	������!
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���� ��	 �	����� ���)�	� �	����! ��� ��� ���	� ������� ���	�	� ��	 �	������ �# ��	

�	������� �������� �# ��	 ���	���� �	��� ��� ����	 ��	 �	#���	� �	���� $�����	
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0% ����	������ �� ��	 ����� �# ���	��  1 ���  0 ���� � ������� �# ���	�  �

$����� �	���� h3 = 3.24 ��%2 ��	 �����	 ������ $������  �% ����	������ �� ��	

�	������� ������� �# ���	�  � $h2 = 0.68 ��%! �� ����� ��"���� �	#�������� ���
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����� � � �f = 1.19 �	
�
������ ki

0 	
��
 ki
c/k

i
0 ki

h+/k
i
0

4 11.76 0.003 4.09
3 5.38 0.026 3.04
2 2.98 0.092 5.30
1 7.21 0.014 5.66

εia ε̂c
i Δσi/σi

a

4 0.16 0.21 �����
3 0.30 0.43 �����
2 0.43 0.54 �����
1 0.18 0.22 �����

����� � � �f = 0.13 �	
�
������ ki

0 	
��
 ki
c/k

i
0 ki

h+/k
i
0

4 8.82 0.008 3.20
3 3.83 0.009 3.20
2 2.23 0.033 5.32
1 3.96 0.007 5.70

εia ε̂c
i Δσi/σi

a

4 0.11 0.17 �����
3 0.36 0.52 �����
2 0.32 0.59 �����
1 0.16 0.16 �����
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�����"�� �#����$������%& ��� �'� �����$ ������ 	������  �
 ����������� �� ��%��  

� 	h1 = 1.24 $$
�

�'� �'��������� ������������� �(�"�� �������� ��� �'� ������ ������� �'��(�' �'� 
�

�
�� ������)������ ������(�� 	
����  *
 ��� �'�+� �� ,��(�� ����� -� �� +���' ������

�'�� �(�' ������������� �(�"�� ����(�� �'� �����$����� $��'����$ ��������� ���"�.

+��' "��% ����� ������� �� �������������� +��' ������  ! 	(� �� ��$��� ��/
. ���

���0�� ��������� �� �������������� +��' �������  � ���  *�

,��(�� ���� �'�+� � ���� �����$��� ���+��� �'� �"����� σ "�� ε �������� ���������

�% 
����  * ��� �'� ������������� �#����$����� ��������. +��' )����� ������$����

f = 1.15 
��� -� �'� ������� ����. $��� �� �'� �'���%��#����$��� ��"������ ��

������1�� �� � "��% �����+ ������ ������������� �� �'� )��� ������� �� �'� �����)������

����$� 	ε ≥ 0.35
� 2 342 ����$�1����� �� 
����  * ��� �� �'� �������� ������� ��


����  � �� ,��(�� ����. +'��' �'�+� �� �#������� �����$��� +��' �'� �#����$�����
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c/k

i
0 ki

h+/k
i
0

3 7.71 0.004 3.02
2 1.09 0.081 10.60
1 7.15 0.003 6.53

εia ε̂c
i Δσi/σi

a

3 0.23 0.33 �����
2 0.67 0.88 �����
1 0.18 0.24 �����

����� � � �f = 0.09 �	
�
�����	 ki
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h+/k
i
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3 7.69 0.005 3.02
2 0.69 0.056 10.6
1 8.00 0.003 6.52
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i Δσi/σi

a

3 0.21 0.33 �����
2 0.63 0.98 �����
1 0.17 0.22 �����
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����� ����	
�� �
���� ����� 	� ��� ��������
�� ��	��

�� ����	 
� ��
�������
	 ������� �� 
 ��� ��
� ������� ��� ����
�	� ������ ����	

������	� ��������� �� ���� � �!" #���� #� ����$� ����
��%� ��	�#� �� 
����� ��
� 
�

��
�������
	 ������� �� ��� ��
� �
� �� ��������� 
� 
 ��
�� �� N +1 	����� �
����

m0, . . . ,mN " #��� mN �	
���� 
� ��� ������ �� ��� ��
��� ��� 
�&
���� �
���� 
��

��������� #��� �
�� ����� ������� ����
�	� ������� ��
�
�����%�� �� ��� 
'�
	 ���
���

εi = εi(uN) =
ui−1
N − ui

N

hN

, i = 1, . . . , N, ()��*

#���� ui
N ������� ��� 
'�
	 ����	
������ �� ��� �
�� mi (������+� ��#
��*" 
�� #�

��� uN := {u0
N , . . . , u

N
N}� ��� �������
	 V i 
�� ������ σi +�� ���
�� εi 	
#� �� ���

������� ������ 
�� ��
��� ��

V i(εi) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
V i
a (ε

i) := −ki
0[ε

i + ln(1− εi)], εi < εia,

V i
b (ε

i) := c1 + σi
aε

i + 1
2
ki
b(ε

i − εia)
2, εia ≤ εi ≤ ε̄ic,

V i
c (ε

i) := c2 − ki
c[ε

i − εi∗ + ln(1− (εi − εi∗))], ε̄ic < εi,

()�,*

σi(εi) = V i′(εi) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ki
0

εi

1−εi
, εi < εia,

σi
a + ki

b(ε
i − εia), εia ≤ εi ≤ ε̄ic,

kic(ε
i−εi∗)

1−(εi−εi∗)
, ε̄ic < εi

()�-*

#���� ki
0 > 0" ki

b < 0" ki
c > 0" εia > 0" 
�� εic ≥ εia 
�� ����������+� �
�
������ (
+�

����������� �
�
������*. ��� �����
��� c1 < 0 
�� c2 > 0 
�� ���� ��
� V i
a (ε

i
a) =

V i
b (ε

i
a)" V

i
b (ε̄

i
c) = V i

c (ε̄
i
c)� ���� ����	�� ��



���

εi∗ = εic −
σi
a

ki
c + σi

a

, �����

ε̄ic =
εic(k

i
c + σi

a)

ki
c + σi

c

+
(σi

c − σi
a)(k

i
c + εick

i
c + εicσ

i
a)

(ki
c + σi

a)(k
i
c + σi

c)
, �����

	
��

σi
a = ki

0

εia
1− εia

, σi
c = σi

a + ki
b(ε̄

i
c − εia). ���
�

��� �����������
� �������� ����� 
� �����
����� 
���������� 
� �
���� 
���

����� �����	�� 
� ��� 
��������� ��
��

�� ����� � ���� 
� �	
���
�� ������� �� ���  
�������
� ����� !��	��� ��� ������ ���

��� ��� �����
!�� !� !������� 0ĀA ��� C̄C 
� �
���� 
��" �������
#���� ��
� 
� 
� �
��

	
�� ��� 
���� 
� $�%�� &�'(" )�(*� �����	
�� &�'(*" 	� �� � � �������� �% ���  ����
��

�������" 
% ��� ����
� εi �% � �
���� ���
�� �+����� ��� ��
�
��� #���� εia� ��� � ���
� �% N

���
���" ��
� ��� !� ���������
,�� !� ��� ���������� �% ����
�� ��� ������
�� ������

�������+� -�	�#��" 	� ���
�� ���� ��� ������
� �+������ ���� ����
�� �% ��� �����

��%�� ��
��" �����%��� ��� ��� ��
�� �% ��� ��������
� ����� ��
��
��� 	
�� ��� �����

��
�� �% ��� ��+� ������ .� ��
� �����" ��� ������� ��������
�  ���� 
� �
 � 
�����������

�
��
� ��� ������� ����
��" 	� ������� %�� �
 ��
�
�� L �� ��
��/ �� � �!� ��� ���

���!�� ����� �����
!�� !� !����� AC̄ 
� �
���� 
��/ ��� ������ �  �������
� ��� ���

�% � 01� ����� �� ��� �
 
� %�� N → ∞ �% � ���
�� �% N  
�������
� ���
����

2�� �� ��%�� �� ��� ������������ �
��
���
�� %����	
�� �������
�
��
�� �� ��� 3����

�����
� ���4���	�5 �% ���  ����
��� �� ���� � ���� ��� ����
���
�� �% � �
#�� �� !��

m �% ��������
� ���4���	�� ��� �� �
6�����  �+
 � ����
��� ��� ��#����� 	��4����

��� ��
6���� �% (1 − β(m))N  
�������
� ���
��� %�� � �
#�� �� !�� 0 < β(m) ≤ 1"



���

��� ���� �� ��	 
���	�� �
�	 ��� ��� m ∈ N 
� �����

(A1) ki
c = ki

0 ��� ��� i ∈ N

(A2) k1
0 = k2

0 = . . . = k
�βN�
0 = k0, k

�βN+1�
0 = . . . = kN

0 = δ

(A3) ε∗i = ε∗ ��� 1 ≤ i ≤ βN

(A4) εia = εic ��� βN + 1 ≤ i ≤ N.

����
�
�� ���� ��
�����	� ��	 �������� �� ��	 �

���
��

 ���
���� �� ����� �	 ���

�
�	�	��
��	  	��		� ��	 ���
��� 1, . . . , �βN�� ��

� �	 
��� ���� ��� �� ��	
�
��	�

��� ��	 �	��
�
�� ���
��� �βN + 1�, . . . , N � �� �	!�	���� ���	� 	
�
��	� "�	

�����	�	� δ 
� � ������ ���
�
#	 
������� ��� 
� �
��  	
��	 
�	�� ���	� ��� ��
�

�����	�	� ���  		� 
������
	��

"�	 � �#	 ���	� �
�� ��	 �������
��� ����$��%� ��� ���	���  		� 
������
	�


� &��%'� ��	�	 ���� ��	 Γ(�
�
� �� ��	 	�	��� ���  		� 
�����	�� )� ��
� ���	��
*�

�	 	*�	�� ��	 ������
� ��� 
�#	��
���	 ��	  ���
�(��
�
�
�� ���
�� ��	 �
�
�
+
�� ��

��	 ����� �	
���

�� 	�	���� 
� ����

���� 
�����
�� ��	 �
��
���
�� �� �� ����� �
��

N ����	�� ��� �	����� ��	 �
��
���
�� �
�
� ��	� N → ∞�

,�� ��	 ���	� ������
� �	 ���� �	!�
�	 � 
	���
� ������	�� 
���
�
�� �� εia ��� εic

�	���
�� �� ������ �
��
�� ���� �
����	��� 
� ��	 �
�
� N → ∞ &�%-'�

.	 �	/�	 ��	 �	
���

�� 	�	��� �� ��	 ����
���	 ��

EN(uN) =
1

N

N∑
i=1

V i(εi(uN)) ���0�

�
�� ��	 	�	
�
#	 ���	��
��� V i �
#	�  � ������

1	� σ  	 ��	 �
#	� ����� ���	��� "�	 �	���
��

 �#	���	 ����
� 
� �
����

ε(uN) :=
1

N

N∑
i=1

εi(uN),

��	�	 εi 
� ��	 ����
� ����

��	� �
�� ��	 i(�� ���
���



���

�� ����	 
	��
���
� �� 
�� �������
 ��� ����
���� �����

ν ε̇i(uN) = −∂ΦN

∂εi
(ε1(uN), . . . , ε

N(uN)) ���� 

��
� 
�� 
�
�	 ������

ΦN(ε
1, . . . , εN) :=

1

N

N∑
i=1

[
V i(εi)− σεi

]
.

!�� �"�	�
��� ����
��� ���� 	�
� εi �"�	"� 
������ 	���	 ������#��� �$ ΦN � ��

��� ��
����
�� �� 
�� 	���
 ν → 0 ����� �����
� 
� ��%��
�	� $��
 �"�	�
��� ���� 
��


ε(uN) �

���� � 	���	 ������#�� �$ ΦN � &���
 �� ����
���
 
�� ����	������ 
���
��

'����� 
�� i(
� �
���� �	����
) 
�� �
���� ���
 ��
��$� 
�� �����
��� (V i)′(εi) = σ�

&�� ��"�� 
�
�	 �
���� σ) 
���� ��� �
 ���
 
�� 
���� 	���	 ������#��� ������ ��*  

ε̆ia(m) =
σ

ki
0 + σ

, ������ 

ε̆ib(m) =
σ − σa

ki
b

+ εia, ������ 

ε̆ic(m) =
σ(1 + ε∗) + ki

0ε∗
ki
0 + σ

= ε̆ia(m) + ε∗. ������ 

&�� 
�� ����"�
��� �$ ����� ) �
 �� ��������� 
��
 δ �� 
���
�"��

'� � 	������ �� ��	������ �+
������
) 
�� %��
 �
���� 	���
�� �	���� 
� 
�� ��

��

�$ 
�� �
���
��� �� 
�� ��$
��
 ��� ���	�� %��
) �������� �
� 
���� ��,�� -�+
) 
�� ������

�
���� ���	��) ��� �� $��
�) ��
�	 
�� βN (
� �
����� �-�
� 
��
 �� ���������� ��
�

��, ) 
�� �
����� βN + 1, . . . , N ��
� #��� �
���� ����
��
 �� ��
 ��
� !����$���)

����	�� 
� 
�� ���� �$ N ����
���	 �
�����) 
�� 
�
�	 �
�
� �$ 
�� ������ �$ �
����� �� �
�		

���
	�
�	� �
���%�� �� 
�� ���	�� 
�����
��� p ��� q ��� 
�� ����
����	 
�����
��

β� .���) p) q) 1 − p − q ����
� 
�� 
���� $���
���� �$ 
�� ������#��� a) b) ��� c)

����� ������
��� 
� ��"��� βNp) βNq) ��� βN(1− p− q) �
����� �� 
���� a) b) ���

c) ���
��
�"�	�� �� ������� ���� 
��
 βNp ∈ N�

�� ε 
→ V i(ε) �� �����"� �� /����� b $�� �		 i ∈ N) �$ 
�� �	����
��� �$ � �
����
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�� ��� 	
��	 
���
�
 ε̆ib �� �	����� �� �� ���������	� �
�		 ����������
�� �� ��		 

��

����
����� �
 ��� ���� 
� ��� ����������
�� �
 ������ ε̆ia 
� ε̆ic� �� �
���������� ���

�����
 
� N ������� ���� q �= 0 �� ������	� ��� �� ��� �������� 
�� ����� �
 ��� ����

q = 0�

��� ������� ������ 
� � �����
 ���� βN ������� �� ����	�����
 ��� ���  ��� βNp

������� �� ����� a ��	 		� ��� ��������

ε(m) =
1

N

[
βNp∑
i=1

ε̆ia(m) +

βN∑
i=βNp+1

ε̆ic(m) +
N∑

i=βN+1

σ

ki
0 + σ

]

=
1

N

βN∑
i=1

ε̆ia(m) +
1

N

βN∑
i=βNp+1

ε∗ +
1

N

N∑
i=βN+1

σ

δ + σ
.

!�� �� �������� �
 ��� 	�
����� ���� δ ↘ 0 ����� ����� �� �
 �
�		 �
��������
� �� ���

��
���� �������� �� ���� ����� �� 
�����

ε(m) =
βσ(m)

k0 + σ(m)
+ (1− β) + β(1− p)ε∗

=
σ(m) + (1− β)k0

k0 + σ(m)
+ β(1− p)ε∗, �"����

����� �� ���� �"��#�"$�� �"�%�� ��� �"��&�' �������		� ε̆ic = ε̆ia + ε∗�

(��
	���� �"����� �� 
����� ��� ������)������ ��	���
����� �
� � �����
 ���� N

�������

σ(ε,m) =
k0(ε− εp + β − 1)

1− (ε− εp)
�"��*�

����

εp(m) := β(1− p)ε∗.

���� �������� ��� �� � ������	 ��� �� ������ �� ���� ��� �	����� ������� +�

 �"��*�

�� ��� ���� σ 
�	� ������� 
� m ��� 
� ��� �	����� ������ εel := ε− εp�

+
� ��� ������ 
� ��� ����	�����
 �
� ������
� ���� ���  ��� Np ������� �� �����



���

a �� ���

Êp(ε,m) =
1

N

[
βNp∑
i=1

V i(ε̆ia(m)) +

βN∑
i=βNp+1

V i(ε̆ic(m))

]

=
1

N

βN∑
i=1

(−ki
0)
[ σ(ε,m)

ki
0+σ(ε,m)

+ln
( ki

0

ki
0+σ(ε,m)

)]
+(1−p)c2.

�	�
�

σ(ε,m)

k0 + σ(ε,m)
=

ε− εp(m) + β − 1

β
,

k0
k0 + σ(ε,m)

=
1− (ε− εp(m))

β
,

�� ��� �� �	
�

Êp(ε,m) = (−k0)
[
ε− β(1− p)ε∗+β−1+β ln

(1− (ε−εp(m))

β

)]
+ β(1−p)c2.

�� �
��	��
������� 
����
�
	���� �� ��� ��� 
�� ���	��
	��

∂Êp(ε,m)

∂ε
= (k0)

ε− εp(m) + β − 1

1− (ε− εp(m))
.

��� ���� m� 
�� ���

	����� Êp 
���
	
�
� � ���	�� �� 
����� ���

	����� �	
� �

��	
� ������ �� ��
�� �	�	�	���� �������	�� �� 
�� ������
�� p ! "�� ��	

�	��
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	� �	���� '!� (�)*+! "�� ������� P i ����
� 
�� ���� �
�
�� �� 
�� ������� �����

�Qi → P i+1 ����� 
�� ���
�� ����	�� �� 
�� ���� ��
��
���� ����
� �� ���� ��

����	���! "�� ������� ����� �P i → Qi ��� 
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���

�[Np] = 1� ��� [(·)] �	�	
���

� �	���	� ��	 ���� �� � �������� (·)�� �� �� ��
��

���	
���� ���� ��
	�� �� �	
� ��
 ε ≤ 1− β� ��� ����� ����	
�	
�� ��	 ����	� �� ��
	 ��

�	�
 ��
	��	� σ > 0 ��
 ε > 1− β� 	�	� �� �
	�	��	 �� (1− β)N ��
���� ���� ��� �	��

ki
0 �	����� �� �	
�� !��� �� ������
	 �	����	 ��	 
���
 ��
��� εi �� ���� ��
���� �	���

�� ����� �� ��	 ��

	�������� ��� �	�� �	��� �� �	
��

P1

Q1

P2

Q2

Ε

Σ

"���
	 #�$% &�	
�

 ��
	��'��
��� ����	
� �� � (���	 �	
�	� �� ���
������� ��
����

"�
 ��	 �	)� ��	� �� ��	 ���
����� ���������
 �� �#$�*�#+�� �	 �����	

(A5) εia ≡ εa, ε
i
c ≡ εc ��
 �

 i ∈ N. �#�$,�

!�	 ����	 ������	
������ ��	� 
	�� ��
 1 ≤ i ≤ N �� ��	 
	�
	�	�������

P i =
(
εPi

,
k0(εa+β−1)

1−εa

)
, Qi =

(
εPi

,
k0(εa−βε∗/N+β−1)

1−εa+βε∗/N

)
�� ��	 (ε, σ)'����
��� ��	
	

εPi
:= εa +

i− 1

N
βε∗. �#�$+�

-� �	 ��� ������	 ���� � �
����� ��	� �� ���
���	
��	� ��

[ε] = 0, [Np] = 1, [σ] = −(β2k0)
ε∗

N(1− εa)(1− εa + βε∗/N)
,



���

������	 �
 ���	�
� 	��� ������	

[ε] = β
ε∗
N
, [Np] = 0, [σ] = (β2k0)

ε∗
N(1− εa)(1− εa + βε∗/N)

.

��� ������
�
 �����
�
 ����� ���	 εi ������ ������	 ����� �


�
���	 �� ΦN �

��� �� ��
� �� ��� �� ��� �
��!��
�	 �� ��� ���	�
� �
� ��� ���	�
� ��!
��� "��

�
 ���	�
� 	��� �� ���� ��� �
��!# �
$���
��

ΔÊN = βk0

[
ln
(
1− εa + βε∗(1−N)/N

)
− ln

(
1− εa + βε∗(2−N)/N

)]
+

k0β

N
ε∗. ����%�

&
 ��� 	��� 	�
�
�' �� ��������� ���� ��� � 	#	��� �
�� N ≥ 1 	��

!	' ��� ���	�
�

�
		
���
�
 
	

DN = βk0

[
ln
(
1− εa + βε∗(2−N)/N

)
− ln

(
1− εa + βε∗(1−N)/N

)]− β(c2 + k0ε∗)
N

= βk0
1

ξN

βε∗
N

− β(c2 + k0ε∗)
N

����(�

��� � ���������

ξN ∈
(
1−εa+

1−N

N
βε∗, 1−εa+

2−N

N
βε∗

)
.

)�����#' ξN → 1− εa − βε∗ ��� N → ∞�

&
 �
� �#	����	
	 �#���' ����� ��� βN 	���	 ����� ��� 	���		 
	 

����	�� �
� βN

	���	 ����� ��� �����
�� #
���	� *�' �������' 2βN 	���	 �
		
���� �
��!#� ��� �����

�
		
����� �
��!# D 

 � �#��� +�����	 

 ��� �
�
� N → ∞

D = lim
N→∞

(
2βNDN

)
= 2β2

( βk0ε∗
1− εa − βε∗

− c2 − k0ε∗
)
. ����,�

��� �
�
� 	���		-	��

 ������
 ��� N → ∞ 
	 	���
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!��� (�( ��� �
$���
�

�����	 �� ��� ��������� β� &� �����	��
�	 �� � .��������# ���	�
�/ +����
�� �
�� 	���		

�������0 �� σ = σa �����

! �������� �
� σ = σc = σa+Δσ ��
����

! �������� 1�(23�
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 ��� �
�
� N → ∞� �
��
εp = βε∗� ��
	 
���
�	 ���� ��� 	���		 
	 ���� ��� ε ≤ 1−β 

 ��� �
�
�

� �����
��� ��

��
 ��������� ����� �� ��� $��
�
�� 1− β �	 ��� )���
���
�
 	���

* �� ��� ��	�	���
�

��	��
	� ��� )������* ���������#� +�
���	���� ��� $��
�
�� β ��
 �� �������� �	 �
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����
��* ��������� �� ��� �����
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�����	
�
�
 �	���
�	 �������� �	����	� � �������� ���	��������
 ������� �������	���	�

�� � �����	����	 �
��	��	 �� ��	 ���	�� σ ����
� ��	 ������� ��	��� ����	 ��	 ����������


�	���
�	 �	����	� � �������� ���	��������
 ������� �����
� ��
���
� ��	���	 ���	��

��		 ��	 ��	����� �	����
 ����� ��	 �	��
� �	������ �

!
 ���	� �� �����
� ��� ����	� ���	���� ����	���	� �
� ��"	�	
� ���"
	�� ����
�

�����
� �
� �
�����
�� �	 �������� ������ ��	 ������
� �	�������� �	������ ���������	�

�
 #����	 $�$� �	������
� ��	 �	
	��� �	�������� ����
� ����� ��	 i��� �
	 ������� ��	

�������
� ��
��������	 	%�����
 �#����	 $�& 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ε0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6
Σ�k0

9�1 p.plastic

9�1 hardening

#����	 '��( )�	���� ���	��������
 ����	�
 �� ����
� �����
� * �
�����	� �
� + ����
��	� ����
�� �β = 0.9 � ,�	 ����������
 �	���
�	 �	�	�� �� ��
���
� εa ���	�� ��
���
�
���-��
� ����� �		 #����	 $�+ �
 	��� ����
�� ����	 ��	 �����	
�
�
 �	���
�	 �	�	��
�� εa ��
	���� �����
� ���
� ��	 ����-
	�� �� ��	 ����
� .���	
 ����
� ��
���
��(
k0 = kc = 50.00× 106 /�0 kb = −22.44× 106 /�0 εa = const = 0.25 �
 ��	 ����������

����
0 εa �����
� ���� 0.25 �� 0.29 ���	� 0.05 �
 ��	 �����	
�
�
 ����
0 ε∗ = 0.520
δ = 50.00× 102 /�
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σi =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, ��� εi ≤ (1− βi);

σ(a,i) = ki
0 (εi − (1− βi))/(1− εi),

��� ((1− βi) < εi < ε̄ia) ��

((ε̄ia < εi < εiβ) ��	 (
��(k−1) �= c));

σ(c,i) = ki
c (ε

i − (1− βi)− βiεi∗)/(1− (εi − βiεi∗)),

��� (εi > εic) ��

((ε̄ic < εi < εic) ��	 (
��(k−1) �= a));

σ(d,i) = σi
a + ki

p+(ε
i−εia),

��� (εia ≤ εi ≤ εic) ��	 (
��(k−1) = a);

σ(e,i) = σ̄i
c + ki

p−(ε
i−ε̄ic),

��� (ε̄ia ≤ εi ≤ ε̄ic) ��	 (
��(k−1) = c);

�
����

������ �� ��� ������� ���� k �� � ����������� ���	��� �������� �� �������


��(k)=a �� σi=σ(a,i); 
��(k)=c, �� σi=σ(c,i); 
��(k)=
��(k−1) ���������.

��� ������������� �������� �
���� ���  � ����������!�	 �� ���"� �� ��� ��	����	���

����"����� βi� ki
0� k

i
c� k

i
p+� k

i
p−� ε

a
i � ε

i
c� ��	 Δσi = σi

a − σ̄i
c� ��� ���������� ki

0 ��	

ki
c ��������� ��� ������ �� ���  ������� ��� ��	 ��� �� !��� ������� ��������#��$ �%���

��� &�'�� ��� ���������� ki
p+ ��	 ki

p− ������	 	����� ��� ������ �� ��� (�������) �����

������  ������� �	� ��	 ���� ��������#��$� 
� �����	$ 	�������	� �� ����� ��� ���!���

���*���� �� ����  ������� �� ��	�� �� ������� ��� ���	�	 "��������� ���������� �� ���

���" �� ��� "���������� ������ +�� ��,� 	����� ��� �����������!����� ��  ����� ���

��� βi = 1 �%����� &�'�� ��	 ��� σ(a′,i) = ki
0ε

i/(1 − εi)� ��� ����"����� εia ��	 εic

��������� ��� ���������� ������� ���" ����� ��,� �� ����� �	� ��	 ���" ����� �	� ��



���

����� 	
�� 
����
������� �������� βi ∈ (0, 1] 
��
������ ��� �����
��� ��
�����
 �� ���


�

��� ��
���� ��� �������� 1 − βi ∈ [0, 1) ������� ��� �
�������� ��
��� 	�
 ������

��
�����
�� ����� Δσi 
��
������ ��� ��
��� �
�� ������ �
�� ����� A �� ����� C̄

	����
� �� ��

!�� 
�������� ���������� �����
��� �� 	"�#$� 
�� ������ %� ��
���� �
�� ��� �%���

����������� ��
�����
�� &� ��
��
���
� ��� 
������� εiβ� ε
i
∗� ε̄

i
c� ��� ε̄ia %� ������� ���

���������

σ(a,i)(εi = εiβ) = σ(d,i)(εi = εiβ),

σ(a,i)(εi = εia) = σ(c,i)(εi = εia),

σ(c,i)(εi = ε̄ic) = σ(e,i)(εi = ε̄ic),

σ(e,i)(εi = ε̄ia) = σ(a,i)(εi = ε̄ia)

��
 ��
� ��
��%���� 
����
������� &� 
�� %� ���� �
�� ����
� �� ���� ��� '�������(

��
���)��
��� 
������� 	β < 1� 
���
�� �� ��� �
���
� ������� ���� 	�*�+	�� ��
 ε ≥ εiβ�

�
�� ��� ��� �� ��� ��� ���%�� N �� ������ ��� ���%�
 �� �����
���
 ��
����

���� ��
� ��� ��

��
���
 ����)��
��� ������ "� � ����� ������� ���� k 	���� ��� ��
 �

����� �
��

�%�� ������
����� ūk �� ��� ������� ������ �� 
������ ��� 
�

���������

	��

��
���
� ������%
��� 
��,��
����� �� ��� ������ ��
���� � ������
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���
�� !�� �����
 �� ������� ���� ��� �����
����� ���� 
����
� �� � ��
���� 	�


'����
���(� ���� t �� ��� ��������� ��������� �� ������

mi ¨̂ui
N + γi ˙̂ui

N = σi+1 − σi, i = 1, . . . , N, 	"�#.�

����
 ��� ������� %�����
� 
���������

ûi
N(t = 0) = (ui

N)
(k−1), i = 0, . . . , N − 1; ûN

N(t = 0) = ūk;

˙̂ui
N(t = 0) = 0, i = 0, . . . , N. 	"����



���

����� ûi
N = ûi

N(t) ��	
�� ���	
��	� ��
�������	� ��
�
���
 
� ��� ��

�
 m0, . . . ,mN

�
���	� ��� ����

�
��� �
���� � 
�������

�� �
� ��	
��
 � ���������� ���� ��
����

�
 t� �	�� γ1, . . . , γN ��	
�� ��� ������������ �����	� �
�����	�


γi = 2
√
mi ki,

����� ki = dσi/dεi �	������
 ��� 
���	�

 
� ��� i �� 
���	� �� ��� !���		�	� 
� ���

�����	� �
���	� 
���" #$����
	
 �%"&'� ��� 	���������( �	�������� ���
��� � �
���� 


���� )�	�� *���� �	�������
	 
������ �� �
 �	 �	���	�� ���� t1 
��� ���� �� ��
���


�+,&-�

|σi+1 − σi| ≤ 10−6|σN | �
� ��� i ∈ {1, . . . , N − 1}.
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������ � β k0 � !�" Δσ/σa εa εc kp+/k0 kp−/k0 kc/k0 f
1− np 1.000 4.270 −0.338 0.157 0.791 1.069 0.159 15.700 0.043

1− wp 0.830 4.270 −0.338 0.157 0.791 1.069 0.159 15.700 0.048
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������ 	 β k0 
��
� Δσ/σa εa εc kp+/k0 kp−/k0 kc/k0 f
5− np 1.000 4.270 −0.228 0.317 0.317 0.851 0.046 15.700
4− np 1.000 4.270 −0.737 0.317 0.788 0.851 0.046 15.700
3− np 1.000 4.270 −0.749 0.317 0.939 0.851 0.046 15.700
2− np 1.000 4.270 −0.749 0.227 0.942 0.851 0.046 15.700
1− np 1.000 4.270 −0.749 0.227 0.942 0.310 0.046 15.700 0.031

5− wp 1.000 4.270 −0.228 0.317 0.317 0.851 0.046 15.700
4− wp 1.000 4.270 −0.737 0.317 0.788 0.851 0.046 15.700
3− wp 1.000 4.270 −0.749 0.317 0.939 0.851 0.046 15.700
2− wp 1.000 4.270 −0.749 0.227 0.941 0.851 0.046 15.700
1− wp 0.100 4.270 −0.749 0.227 0.941 0.310 0.046 15.700 0.044
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